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Введение. Граничные задачи для дифференциальных уравнений третьего порядка возникают 
при описании конкретных физических явлений . Например, при математическом моделировании 
распространения линейных аккустических волн в среде с дисперсией [1, c . 87] . Свойства этих 
уравнений и задач изучались в [2; 3] .
Большая часть литературы по гиперболическим уравнениям посвящена задаче Коши . В ра�
ботах [4–6] рассматривались обощенные решения для смешанных задач гиперболических урав�
нений третьего порядка, где доказаны теоремы существования и единственности таких решений 
в подходящих функциональных пространствах . Отметим также работы [7–9], где изучались 
функциональными методами граничные задачи на плоскости в случае двух независимых пере�
менных .
Исследование или отыскание классических решений задач всегда было актуальным для тео�
рии дифференциальных уравнений с частными производными . Заметим, что классические ре�
ше ния определяются не только правильным выбором вида граничных условий для дифферен�
циальных уравнений с частными производными, но и условиями согласования для функций, 
входящих в условия и уравнения . Классическому решению посвящена работа [10], в которой 
рассмотрена первая смешанная задача для простейшего гиперболического уравнения третьего 
порядка с разными характеристиками .
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Постановка задачи. В области = (0, ) (0, )Q l+ ∞ ×  двух независимых переменных 2( , )t x Q R∈ ⊂  
рассмотрим однородное нестрого гиперболическое уравнение третьего порядка 
 21( )( ) ( , ) = 0, ( , ) = [0, ) [0, ],t x t xa b a b u t x t x Q l∂ − ∂ + ∂ + ∂ + ∈ ∞ ×  (1)
где a, b, b1, l – действительные числа; Q – замыкание области Q; ,t∂  x∂  – частные производные по 
t и x соответственно . В общем случае =
k p
k p
t x k p
t x
+∂
∂ ∂
∂ ∂
 – частные производные по t и x порядка 
k p+ , где k и p – целые неотрицательные числа . Для определенности положим > 0a  . К уравнению 
(1) на нижнем основании области Q присоединим условия Коши 
 (0, ) = ( ),  = 0, 2,  [0, ],it iu x x i x l∂ j ∈  (2)
а на боковых частях границы Q∂  задаются граничные условия вида 
 
( , 0) = ( ),  0,1,  [0, ),
( , ) = ( ),  [0, ) .
i
x iu t t i t
u t l t t
∂ ψ ∈ ∈ + ∞
m ∈ + ∞
 (3)
Согласно работе [11] общее решение уравнения (1) представимо в виде линейной комбинации 
трех произвольных функций 
 1 1 2 3( , ) = ( ) [ ( ) ( )],
b bttu t x e f x at e f x at t f x at− −+ + − + −  (4)
с соответствующими областями определения ( ),iD f  = 1, 3 .i  Нетрудно видеть, что 1( ) = [0, )D f +∞  
и ( ) = ( , ],iD f l−∞  = 2, 3,i  если ( , )  .t x Q∈  Обозначим через ( )C Q
∞  множество бесконечно диф�
ференцируемых функций, заданных на ,Q  а через , ( )i jC Q  множество функций, заданных на ,Q  
которые i раз непрерывно дифференцируемы по первому аргументу и j раз – по второму .
Полученный результат подытожим в виде леммы .
Л е м м а 1 . Общее решение уравнения (1) из класса ( )C Q∞  представимо в виде (4), где и if  – 
произвольные бесконечно дифференцируемые на ( ),iD f  = 1, 3,i  функции.
Таким образом, чтобы отыскать решение 2: ( , ) ( , )u Q t x u t x⊃ ∋ → ∈R R задачи (1)–(3) необхо�
димо выбрать функции ,if  = 1, 3,i  такими, чтобы они в сумме вида (4) удовлетворяли еще 
условиям (2), (3) .
Условия согласования. Введем для значений функций и их производных в случае одной 
независимой переменной следующие обозначения . Пусть : ( )g R g z→  – функция переменной z . 
Тогда 
d
d ( ) = ( )
d
k
k
k
g z g z
z
 – производная k�го порядка; ( ),g a  d ( )k g a  – значения функции g и ее 
производной d k g k�го порядка в точке a и т . д .
Если функцию u вида (4) подставить в условия (2), то из полученной системы путем интегри�
рования значения функций  ( = 1, 3)jf j  будут содержать произвольные действительные постоян�
ные 1C  и 2 .C  Между ними имеется функциональная связь . Чтобы установить ее, введем сле�
дующие функции, которые будем использовать далее 
 
( )1
2
1 1 2 1 2
( )1
2
2 1 2 1
( )1
2
3 1 2 1 2
( , , ) = ( ),
( , , ) = 2 ,
( , , ) = ( ),
b b y
a
b b y
a
b b y
a
y C C e C y C
y C C ae C
y C C e C y C
−
−
−
Ψ +
Ψ −
Ψ − +
где отображения 3:i R RΨ →  принадлежат классу бесконечно дифференцируемых функций .
Л е м м а 2 . Для любых t, x, C1, 2C R∈  верно тождество 
 1 1 1 2 2 1 2 3 1 2( , , ) ( ( , , ) ( , , )) 0 .
b btte x at C C e t x at C C x at C C− −Ψ + + Ψ − + Ψ − ≡  (5)
Д о к а з а т е л ь с т в о проводится непосредственной подстановкой аналитических выражений 
функций ,iΨ  = 1, 3,i  в (5) и подсчетом коэффициентов при C1 и C2 . Действительно, 
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1
1
1 1 1
1 1 2 2 1 2 3 1 2
( )( ) ( )( )1
1 2 2
1 2 1
( )( ) ( ) ( ) ( )1
2 2
1 2 2
( , , ) ( ( , , ) ( , , ))
( ( ) ) 2
( ( ) )
b t bt
b b x at b b x at
b t bta a
b b x at b b x at b b b b x
bt a a
e x at C C e t x at C C x at C C
e e C x at C e ate C
e e C x at C C e e
− −
− + − −
− −
− − − − + − −
−
Ψ + + Ψ − + Ψ − =
   
   + + + − +  
 
 − − + = − 
1
1
( )
2
( ) ( )1
21 (( ) ( ) 2 ) 0 .
at b b
a
b b x at b b
aC e x at x at at
+
− − +
 
  +
 
 
+ − − − ≡
Лемма доказана .
Т е о р е м а 1 . Если выполняются следующие условия гладкости на заданные функции: 
([0, ]),i C l
∞j ∈  = 0, 2,i  ([0, )),j C
∞ψ ∈ + ∞  = 0,1,j  ([0, )),C ∞m∈ + ∞  то задача (1)–(3) однозначно 
разрешима в классе ( ),C Q∞  тогда и только тогда, когда выполняются следующие равенства: 
 
1
1 1
1
( )( )
0 0 1
( ) 2 ( )
2 =2
0
( )
2 =2
0
( )
d ( )d (2 ) (2 ) (2 )
1
( ) ( ) | =
4
1
d ( ) ( ) | ,  0;
4
b b l y
k a
b y l b bl y y z
a a
y l
b by y zk a
y l
b l y a l y
e l y l y l y l y
a a
y l
e z e y z dz
a a
z e y z dz k
a
− −
− −− −
−
−
 − − −  − j − + j − + j − +   
−  m + Φ −    
 
 Φ − ≥ 
 
∫
∫
 (6)
  
1
1
( )
2
0 0 1 =0
0
( )
2
1 0 0 =0
0
1
d d ( ) | =
2
1
d ( ) ( ) d ( ) ( ) | ,  0,
2
by b by y zk a a
y
b by y zk a
y
y y y
e b a z e dz
a a a a
y b y a y z e dz k
a
−−− −
−
−
        ψ − + ψ − + ψ − − Φ              
 
 j + j + j − Φ ≥ 
 
∫
∫
 (7)
  
1
1
0 0 1
( )
2
=02
0
( )
2
0 =02
0
d d
1
( ) ( ) | =
4
1
d ( ) ( ) ( ) | ,  0,
4
by
k a
b by y z
a
y
b by y zk a
y
y y by a y y
e y
a a a a a
z e y z dz
a
y z e y z dz k
a
−
−− −
−
−
  +      ψ − + ψ − + ψ − −             

Φ − 

 
 j − Φ − ≥ 
 
∫
∫
 (8)
где 2 2 22 1 1 0 0 0( ) = ( ) 2 ( ) 2 d ( ) ( ) 2 d ( ) d ( ),  [0, ] .y y b y a y b y ab y a y y lΦ j + j + j + j + j + j ∈
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся формулой общего решения (4) и подставим ее 
в начальные условия (2), в результате получим систему уравнений 
 
1 3 0
(1)
1 1 2 3 3 1
2 2 2
1 1 1 1 1 2
2 2 2
2 3 3 3 2
( ) ( ) = ( ),
( ) d ( ) ( ) ( ) d ( ) = ( ),
( ) ( ) 2 d ( ) d ( ) 2 ( )
2 d ( ) ( ) 2 d ( ) d ( ) = ( ),
f x f x x
b f x a f x f x bf x a f x x
b f x ab f x a f x bf x
a f x b f x ab f x a f x x
+ j
− + + − − j
− + − −
+ + + j
 (9)
при [0, ] .x l∈  Решив систему (9), получаем выражения для функций функций ,if  = 1, 3,i  на 
отрезке [0, ]l  
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1
1
1
( )
2
3 0 3 1 22
0
2 1 0 0
( )
2
2 1 2
0
( )
2
1 1 1 22
0
1
( ) = ( ) ( ) ( ) ( , , ),
4
( ) = ( ) ( ) d ( )
1
( ) ( , , ),
2
1
( ) = ( ) ( ) ( , , ),
4
b by y z
a
b by y z
a
b by y z
a
f y y z e y z dz y C C
a
f y y b y a y
z e dz y C C
a
f y z e y z dz y C C
a
−
−
−
−
−
−
j − Φ − + Ψ
j + j + j −
Φ + Ψ
Φ − + Ψ
∫
∫
∫
 (10)
где С1 и С2 – произвольные постоянные .
Таким образом, функции ,if  = 1, 3,i  однозначно определяются из начальных условий (2) на 
отрезке [0, ]l  с точностью до констант С1, С2 . Несмотря на то что выражения для функций 
( ),  = 1, 3,if y i  на отрезке [0, ]l  содержат константы С1 и С2, при подстановке в формулу общего 
решения (4) они взаимосокращаются (см . лемму 2) и мы получаем единственное решение 
в области 0 = {( , ) | 0, 0 , 0 }Q t x t x at l x at l≥ ≤ + ≤ ≤ − ≤  задачи (1)–(3), которое определяется фор�
мулой 
 1 1
1 0 0 0
( )
2 2
2
( , ) = ( [ ( ) ( ) '( )] ( ))
1
( ) ( )  .
4
bt
ab ab b bx att x z
a a
x at
u t x e t x at b x at a x at x at
e z e x at z dz
a
−
− − −+ −
−
j − + j − + j − + j − +
Φ + −∫
Далее находим значения функции 1f  на множестве [ , ),l + ∞  а функций ,  = 2, 3,if i  – на 
( , 0] .−∞  Введем обозначения 
 ( ) 11 ( ) = ( ), [ , ( 1) ],
kf y f y y kl k l∈ +
 ( ) ( ) = ( ), [ , (1 ) ],  = 2, 3 .k jjf y f y y kl k l j∈ − −
В соответствии с данными обозначениями из начальных условий нами были определены 
функции (0)1 ( ),f y  
(0)
2 ( )f y  и 
(0)
3 ( )f y  формулами (10) .
Подставив в граничные условия (3) формулу общего решения (4), получим следующую сис�
тему уравнений: 
 1 1 2 3( ) ( ( ) ( )) = ( ),  [0, ),
b btte f at l e tf l at f l at t t− −+ + − + − m ∈ + ∞
 1 1 2 3 0( ) ( ( ) ( )) = ( ),  [0, ),
b btte f at e tf at f at t t− −+ − + − ψ ∈ + ∞
 1 1 2 3 1d ( ) ( d ( ) d ( )) = ( )  [0, ) .
b btte f at e t f at f at t t− −+ − + − ψ ∈ + ∞
Рассматривая эту же систему на отрезках , ( 1) ,
l l
t k k
a a
 ∈ +  
 где = 0, ,k ∞  получим
 
1 1( )( 1) ( ) ( )
1 2 3( ) = (2 ) (2 ) ,
[( 1) , ( 2) ],
y l y l
b b bk k ka ay l y lf y e e f l y f l y
a a
y k l k l
− −
−+ − −   m − − + −   
   
∈ + +
 (11)
 
1 1
( 1)
0 0 12
( ) ( )( ) ( )
1 1 1
( ) = d
( ) ( ) 2 d ( ),  [ ( 1) , ],
by
k a
y y
b b b bk ka a
y y y
f y e b a
a a a
b b e f y ae f y y k l kl
−+
− −
      ψ − + ψ − + ψ − −      
      
− − − − ∈ − + −
 (12)
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1 1 1
( 1)
0 0 0 13
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
11 1 1
( ) = d
( ) ( ) ( ) 2 d ( ),
[ ( 1) , ] .
by
k a
y y y
b b b b b bk k ka a a
y by y y y y
f y e y
a a a a a a
y
e f y b b e f y ye f y
a
y k l kl
−+
− − −
        ψ − + ψ − + ψ − + ψ − −        
        
− + − − − −
∈ − + −
 (13)
Из начальных условий мы установили, что функции (0) ,  = 1, 3,if i  имеют следующий вид: 
 (0) (0) 1 2( ) = ( ) ( , , ),  = 1, 3,ii if y F y y C C i+ Ψ
(0) ( )iF y  не зависят от констант 1C  и 2 .C  Докажем далее, что функции 
( )k
if  также представимы 
в таком виде, т . е . 
 ( ) ( ) 1 2( ) = ( ) ( , , ),  = 1, 3,  1,
k k
ii if y F y y C C i k+ Ψ ≥  (14)
где функции ( ) ( )kiF y  не зависят от констант 1C  и 2C  и определяются однозначно . Отсюда следует, 
что все функции ( ) ,kif  = 1, 3,i  0k ≥ , также будут содержать в своем аналитическом представлении 
эти константы . Покажем, что для любого k  функции kif  будут содержать одно и тоже слагаемое, 
зависящее от ,jC  = 1, 2 .j
Предположим, что это выполняется для некоторого 1,k ≥  тогда согласно формулам (11)–(13) 
для 1k +  функции ( 1)kif
+  определяются соотношениями 
 
1( )( 1) ( 1)
2 31 1( ) = ( ) (2 ) (2 ) ,  [( 1) , ( 2) ],
y l
b bk k a y lf y F y e l y l y y k l k l
a
−
−+ + − − Ψ − + Ψ − ∈ + + 
 
 
1 1( ) ( )( 1) ( 1)
1 1 12 2( ) = ( ) ( ) ( ) 2 d ( ),  [ ( 1) , ],
y y
b b b bk k a af y F y b b e y ae y y k l kl
− −+ + − − Ψ − − Ψ − ∈ − + −
 
1
1 1
( )( 1) ( 1)
13 3
( ) ( )
1 1 1
( ) = ( ) ( )
( ) ( ) 2 d ( ),  [ ( 1) , ] .
y
b bk k a
y y
b b b b
a a
f y F y e y
y
b b e y ye y y k l kl
a
−+ +
− −
− Ψ − +
− Ψ − − Ψ − ∈ − + −
Непосредственными вычислениями для значений функций ,  = 1, 3,i iΨ  доказываются сле�
дующие формулы: 
 
1( )
1 1 2 2 3( , , ) = (2 ) (2 ) ,
y l
b b
a y ly C C e l y l y
a
−
− − Ψ − Ψ − + Ψ − 
 
 
1 1( ) ( )
2 1 2 1 1 1( , , ) = ( ) ( ) 2 d ( ),
y y
b b b b
a ay C C b b e y ae y
− −
Ψ − − Ψ − − Ψ −
 
1
1 1
( )
3 1 2 1
( ) ( )
1 1 1
( , , ) = ( )
( ) ( ) 2 d ( ) .
y
b b
a
y y
b b b b
a a
y C C e y
y
b b e y ye y
a
−
− −
Ψ − Ψ − +
− Ψ − − Ψ −
Таким образом, отсюда следует, что если для функций ( ) ,kif  = 1, 3,i  = 1, ,k ∞  справедливо 
представление (14), то функции ( 1) ,kif
+  = 1, 3,i  также представимы в таком виде, т . е . 
 ( 1) ( 1) 1 1 21 1( ) = ( ) ( , , ),  [( 1) , ( 2) ],
k kf y F y y C C y k l k l+ + + Ψ ∈ + +
 ( 1) ( 1) 1 2( ) = ( ) ( , , ),  [ ( 1) , ],  = 2, 3 .
k k
jj jf y F y y C C y k l kl j
+ + + Ψ ∈ − + −
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Так как для функции (0) ,if  = 1, 3,i  это представление также имеет место (см . (10)), то, следо�
вательно, оно выполняется для любого = 1,  .k ∞  Из доказанного утверждения и леммы 2 следует, 
что решение ( , )u t x  в каждой точки области Q не будет в своем аналитическом представлении 
содержать 1C  и 2 .C
Пользуясь этими формулами определим функции (1)1 ,f  
(1)
2f  и 
(1)
3f  
 
1
1
1
( )(2 )
( )( ) 2 2
(1)
01 2
0
( )
0 1 1 1 2
( ) ( )
( ) = ( )d (2 )
4
( )
(2 ) (2 ) ( , , ),
b b l y z
b b l y l y a
a
b y l
a
e y z z
f y e dz l y l y
a
b l y a l y y l
l y l y e y C C
a a a
− − −
− − −
−

 − Φ
+ − j − +


− − − − j − + j − + m + Ψ   
∫
 
1( ) ( )
2
(1)
0 0 1 2 1 22
0
( )
( ) = d ( , , ),
2
b y z b y z
by y a
a y y y e zf y e b a dz y C C
a a a a
+ + −
−−
 
 Φ     ψ − + ψ − + ψ − − + Ψ      
      
∫
 
1( ) ( )
2
(1)
0 0 13 2
0
3 1 2
( ) ( )
( ) = d
4
( , , ) .
b y z b y z
by y a
a y z e z y y by a y yf y e dz y
a a a a aa
y C C
+ + −
−−
 
 − Φ +     − + ψ − + ψ − + ψ − +      
      
Ψ
∫
Для того чтобы решение (4) принадлежало классу ( ),C Q∞  небходимо чтобы функции ( ),if y  
= 1, 3,i  были бесконечно дифференцируемы на своих областях определения . Поскольку функции 
if  состоят из функций 
( ) ,kif  = 1, 3,i  = 0, ,k ∞  то и 
( )k
if  должны быть бесконечно дифферен ци�
руемыми . Кроме того, ( )kif  и все их производные должны совпадать в общих точках пересечения 
отрезков, на которых они определены . Это означает, что должны выполняться следующие усло�
вия непрерывности:
 
( ) ( 1)
1 1
( ) ( 1)
d (( 1) ) = d (( 1) ),
d ( ) = d ( ),  = 2, 3,
= 0, ,  = 0,  .
k ki i
k ki i
j j
f k l f k l
f kl f kl j
i k
+
+
+ +
− −
∞ ∞
 (15)
Условия (15) выполняются для всех = 0,k ∞ тогда и только тогда, когда они выполняются 
для = 0 .k  Это видно из представления значений ( 1) ( )kjf y
+  через значения ( )kjf y  функций jf  
(см . (11)–(13)) .
Далее, условия (15) для = 0k  выполняются тогда и только тогда, когда выполняются условия 
согласования (6)–(8) . Действительно, подставив значения функций ( ) ,jif  = 1, 3,i  = 0,1,j  в (15) при 
= 0k  и сократив функции 1 2( , , ),i y C CΨ  а также их производные в левой и правой частях ра�
венств, получим равенства (6)–(8) .
Таким образом, теорема 1 доказана .
Заключение. В данном сообщении были найдены необходимые и достаточные условия 
однозначной разрешимости однородной задачи (1)–(3) в классе бесконечно дифференцируемых 
функций, когда функции из начальных и граничных условий также являются бесконечно диф�
ференцируемыми . Также было получено классическое решение этой задачи, позволяющее нахо�
дить значение искомой функции и ее производных в каждой точке полуполосы Q . Также интерес 
для дальнейшего исследования представляет данная задача в случае неоднородного уравнения 
(1), а также вопрос разрешимости задачи (1)–(3) в классе трижды непрерывно дифференцируемых 
функций .
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